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毫米波信道中波束成形矢量的波束宽度 
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摘  要：波束成形矢量技术能够集中所发送的能量于某一指定区域，从而提高系统性能，是 5G 的核心技术之

一。但正是由于能量被集中这一特点，信道的任何变化都可能会使接收方越出此特定区域，从而使系统的鲁

棒性能降低。波束成形矢量的波束宽度这一概念就是衡量这对矛盾的指标之一。已有的波束宽度大多针对天

线而言，并非针对波束成形矢量。针对波束成形矢量，借助格拉斯曼流形中的概念，给出并研究了波束宽度

的定义，在此基础上，探讨了拓宽波束宽度的方法。研究发现，天线数越多，能量越能够集中，但波束宽度

受限，从而鲁棒性越弱。 
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Beamwidth of beamforming vectors in millimeter-wave channels 
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Abstract: The beamforming technology is one of the core technologies in 5G and it can concentrate the transmitted 

energy in a specified area, thereby improving the performance of the system. But it is because of this feature that the 

energy is concentrated，any changes of the channel may cause to keep the receiver outside the specified area, and 

therefore, the performance of robustness is reduced. The concept of the beam width of a beamforming is one of the 

indicators to measure this tradeoff. Existing definition of beam widths are based on antennas, not on beamforming. 

Interms of beamforming, the definition of beam width was given and studied with the help of the concept in Grass-

mannian manifolds. On this basis, the method of beam width was discussed. It is found that the beam width of beam-

forming is closely related to the number of the transmitting antennas. The more the number of antennas, the more 

concentrated the energy, and the weaker robustness is. 
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0  引言 

随着无线通信技术的发展，无线电频谱的低

频段趋于饱和，毫米波的高频段因可以提供充裕

带宽而受到广泛关注，但是由于其波长短、对材

料的穿透性差，相较于低频段的传输，其路径损

耗严重。为了解决上述问题，毫米波通信通常采用

大型的天线阵列以及波束成形矢量技术，把有限的
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能量覆盖到指定的区域，以对抗较大的路径损失[1-3]。

但是，如果波束变窄，用户或目标的微小变化就会

使用户或目标离开波束覆盖区域，导致波束的鲁

棒性变差；另一方面，如果波束变宽，则有限的

能量就被分散，从而降低了系统性能。所以，宽

波束和高辐射功率就是一对矛盾。例如，在高铁

场景下，接收端的高速移动需要频繁地切换波束，

利用宽波束可以在一定程度上降低切换的频率，

从而降低系统的复杂度，但在边缘区域，宽波束

的辐射功率通常不满足通信要求，这就需要利用

窄波束对抗较大的路径损失；在设计预编码码本

时，波束覆盖有效区域的大小也是系统的性能指

标之一。当覆盖相同的区域时，若波束宽度较宽，

则码本中的码字个数相对少，对波束的管理就较

为方便，但同时波束增益较小；若波束宽度较窄，

则码字的个数就要增加，波束管理就更为复杂，

但波束增益较高。 

为了权衡上述两者之间的关系，需要研究波

束宽度及寻找控制拓宽波束的方法。为此首先需

要研究的是波束宽度的定义。从文献[4-6]看，存

在两种波束宽度的定义：第一种是针对天线阵列

提出的波束宽度的概念；第二种是针对波束成形

矢量提出的概念。显然第一种概念针对系统的硬

件，而第二种针对系统的软件[4-5]。对比两者可知，

第一种定义没有考虑实际传输过程中天线数量以

及毫米波信道特性带来的影响，而第二种定义与

天线数量以及毫米波信道特性紧密相关。本文针

对第二种定义展开讨论。 

其次，需要研究波束拓宽的方法。目前的波

束拓宽方法大多基于第一种定义讨论，常用的方

法是通过添加额外的射频开关关闭部分天线，从

而减少子阵列规模[6]，但这种方法工程实现困难，

并且降低了阵元的利用率，使得天线的发射增益

下降。文献[7]利用一个功率增强型的水平宽波束

以及 X 个垂直波束结合，获得了与 7 波束接近的

覆盖性能，其中 X={0,1,2,3}，但没有具体指出如

何得到宽波束。文献[8]针对硬件添加了反射镜给

出加宽的波束。文献[9-13]都利用调整相位的方法

拓宽波束。文献[9]通过翻转部分子阵列的权值使

得波束宽度可以自由拓宽，而不受振幅控制，也

不损失功率。文献[10]假设每个单元阵列的天线相

位都是可以独立调整的，这对于连续均匀子阵列

来说是不现实的。文献[11]提出了一种有效的连续

均匀子阵列波束拓宽方法，用 3 种改进的迭代傅

里叶变化和一种遗传算法求解波束的最佳扩展模

式。文献[12]提出了一种基于两步最小二乘法的阵

列合成算法，该算法利用阵列天线相位的随机性

设计天线阵列。文献[13]提出了一种非迭代的纯相

位波束拓宽方法，该方法依赖于线性阵列和平面

阵列的二次相位激励模式。 

基于第二种波束宽度定义的工作比较少见。

文献[6]针对阵列响应矢量提出了基于虚拟子阵列

合成的波束拓宽的方法，而文献[14]针对特定的波

束成形矢量，将波束拓宽问题表述为非线性优化

问题，在满足功率约束条件的前提下，利用序列

二次规划（sequence quadratic programming，SQP）

技术搜寻最佳波束，使得传输功率阵列因子最大，

但上述工作中提到的波束成形矢量都是限定在特

定形式下的波束成形矢量。文献[15]针对任意形式

的波束成形矢量，给出了约束结构，在满足约束

条件的情况下对形成波束的控制参数进行数值穷

举，使得增益最大。但是它仅仅考虑了信道中只

有一个入射角的情形，没有考虑毫米波信道中多

个入射角带来的影响，且波束宽度定义为半功率

波束宽度（half-power beamwidth，HPBW），即

与主光束峰值相比，辐射图幅度减小 3 dB 的角度

跨度，显然这种定义不够灵活，只能计算半功率

时的波束宽度。 

综上所述，有必要针对任意的毫米波信道及

任意的功率利用率重新定义波束成形矢量的波束

宽度。首先，基于任意波束功率利用率的概念给

出了单个路径下波束宽度的定义，并给出了理论
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上界；其次，构造了新的、具有更宽波束宽度的

波束成形矢量，并讨论了常用的及新构造的波束

成形矢量的性质；最后，把上述结果推广到任意

毫米波信道的情况，给出了多个路径下波束宽度

的定义及具体计算过程，同样也讨论了常用的波

束成形矢量在多径条件下的性质。 

1  单路径下的波束宽度 

假设信道路径为单路径。 

在大规模天线系统中，通常利用波束成形

技术聚集所发送信号的能量，消除路径损耗。

显然，波束越窄，所发送的能量就越集中，这

样就越有利于信号的传送，但是，信道的微小

变化就会带来波束的抖动，因此，波束越窄，

鲁棒性就越差。为了权衡高增益与强鲁棒性，

本文引入波束宽度这一指标描述两者之间的关

系。为此有必要先介绍格拉斯曼流形以及格拉

斯曼距离的相关概念。 

1.1  格拉斯曼流形与格拉斯曼距离 

格拉斯曼流形是一个有限维向量空间V 中给

定维数的所有子空间的集合。例如，C M是 M 维

复欧氏向量空间，则C M 中所有 K 维子空间的集

合加上相应的几何结构就称为一个格拉斯曼流

形，记作 G(M, K)，显然 K≤M。 

G(M, K)中的元素有多种表示方法，本文采用

M×K维矩阵表示，即对于一个M×K的满秩矩阵Z，

它的列向量所生成的子空间，记为[Z]，表示 G(M, K)

中的元素。显然对于任意的 K×K 满秩方阵 Q，ZQ

的列向量所生成的空间与 Z 的列向量所生成的空

间相同，因此，[ZQ]= [Z]，即在 G(M, K)中，它们

表示同一个元素。 

假设 Z1 和 Z2是两个维数为 M × K 的满秩矩

阵，且它们的奇异值分解为： 

 H
1 1 1 1=Z U DV  （1） 

 H
2 2 2 2=Z U DV  （2） 

其中，Ui 为 M × K 的酉矩阵，Di 为 K × K 的对角

矩阵，Vi为K×K的酉矩阵，i = 1,2。显然，[Ui]= [Zi]，

且 Ui 的列向量是[Zi]的一个标准正交基。下面定

义[Z1]与[Z2]之间的格拉斯曼距离。 

利用奇异值分解式（1）和式（2），定义
H H
1 2 2 1=U U U U U 。显然 U是一个 K × K 维的厄米

特（Hermite）正定矩阵，且可以证明，它的特征

值都小于或等于 1。因而，U的特征值分解可以写

成以下形式。 

 

2
1

H

2

cos 0

0 cos K

θ

θ

 
 

=  
 
 

…
  

…
U V V  （3） 

其中， 2 2
1cos , ,cos Kθ θ… 为 U的特征值，V是 K×K

的酉矩阵。 

定义 1  [Z1]与[Z2]之间的格拉斯曼距离，记

为 （ ）1 2,θ Z Z ，定义为： 

 （ ） 2 2 2
1 2 1 2, Kθ θ θ θ= + + +…Z Z  （4） 

例如，K = 1 时，G(M, 1)中的元素是一维子空

间，则它的元素可以由一个单位长度的 M 维列向

量表示。又例如，对于任意的 ( π π)α α- ≤ ≤ ，可

以表示成以下 M 维列向量。 

 
Tj j( 1)1

1,e , ,e M

M
α α

α
- =  …h  （5） 

其中， αh 是一个单位长度向量， [ ]αh 是 G(M, 1)

中的一个元素，它表示由 αh 生成的直线。 

假 设 1α 和 2α 是 两 个 不 同 的 角 度 ， 记

2 1Δα α α= - ，则它们之间的格拉斯曼距离为： 

（ ） （ ）1 2 1 2

H

Δ
sin1 2, arccos arccos

Δ
sin

2

M

Mα α α α

α

θ
α

 
 

= =  
  
 

h h h h

  （6） 

因此，θ (hα1
, hα2

)∈[0, π/2]。当∆α = 0 时，θ (hα1
, 

hα2
) = 0，当∆α = 2πk/M（k≠0）时， θ (hα1

, hα2
) = π/2，

达到最大值。由此可知，当∆α从 0 增加到 2πM 时，

θ (hα1
, hα2

)从 0 增加到 π/2。另外，当 M 增大时，



  研究与开发 ·50· 

 

格拉斯曼距离 θ (hα1
, hα2

)的变化幅度增大。∆α与

格拉斯曼距离的关系如图 1 所示。 

 
图 1  ∆α与格拉斯曼距离的关系 

1.2  波束宽度的定义及性质 

假设基站配备均匀线性阵列（uniform linear 

array，ULA），且阵元数为 M，d 为阵元的间距，

则波束成形矢量 f可以表示为： 

 [ ]T1 2, , , Mf f f= …f  （7） 

且满足
2

1

1
M

i
i

f
=

=∑ 。 

以下定义 f的波束宽度。 

本节只考虑一个主路径，其阵列响应矢

量为：  

 

T
j2π cos j( 1)2π cos

1,e , ,e
d d

Mθ θ
λ λ

θ

- 
=  
 

…h  （8） 

其中，θ表示天线与阵列法线之间的夹角，λ为波

长。为了方便描述，记 2π cos
dφ θ
λ

= ，假设

[ ]π,πφ ∈ - ，式（8）可以简化为： 

 
Tj j( 1)1,e , ,e Mφ φ

φ
- =  …h  （9） 

在以上假设下，接收方的性能，如接收到的

信噪比（signal to noise rate，SNR）、信道的容量

等指标，取决于波束成形矢量 f和阵列响应矢量hφ
的内积，即

2H
φh f 。因此定义以下数值功率利用

率（为了方便描述，简称利用率）。 

 （ ）
2H

2f

φ

φ

η φ 
h f

h
 （10） 

显然， ( )fη φ 具有以下性质。 

（1） ( )fη φ 是关于 φ的连续函数。 

（2） 0 ( ) 1fη φ≤ ≤ ，且 ( ) 1fη φ = 的充分必要

条件是
φ

φ

=
h

f
h

，即 f 与 hφ具有相同方向时，利

用率达到最大。 

接下来给出波束宽度的定义。不同于常用的

半功率波束宽度，本文根据利用率给出一种新的

定义，具体定义如下。 

定义 2  对于给定的波束成形矢量 f，记所有

满足利用率 ( )fη φ 大于常数 α 的集合为波束区域

Wf，即： 

 （ ）{ }
2H

2
: :f fW

φ

φ

φ η φ α φ α
  =  
  

h f

h
 ≥ ≥  （11） 

其中，α 为给定常数，且 α∈[0,1]，则波束宽度

Bf(α)定义为波束区域的长度。 

以上定义是针对波束成形矢量 f 给出的，有

别于天线理论中波束宽度的概念。显然，对于固

定的 f，Bf(α)是 α的减函数，即最小利用率增大，

波束宽度减小，当 α = 0.5 时，就相当于常用的半

功率波束宽度。由此可知，以上定义比常见的半

功率波束宽度这一概念更加灵活。 

如果 Wf 是一个连续区间，则有： 
 ( ) max( ) min( )f f fB W Wα -  （12） 

例如，假设波束成形矢量 f为阵列响应矢量，

可以表示为： 

 
Tj j( 1)1

1,e , ,e M

M
φ φ

φ
-   …f  （13） 

其中，φ为波束指定的方向。式（9）中的信道矢

量 hφ的利用率为： 

 

2
2H

2 2

( )
sin1 2( )

sin
2

f

M

Mφ

φ φ

φ

φ φ

η φ φ φ

-

=
-

h f

h
  （14） 
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显然，φ = φ时，利用率 ( )fφ
η φ 达到最大值 1。

而对于给定的一个常数 α，其波束区域为： 

 

( )
sin1 2:

sin
2

f

M

W
Mφ

φ φ

φ αφ φ

 - 
  =  - 
  

≥  （15） 

为了方便描述，定义函数： 

 
sin1 2( )
sin

2

M

Mx

x
xM

=  （16） 

则式（15）可以表示为： 

 { }: ( )f MW
φ
φ φ φ α= - ≥  （17） 

如果 φ = 0，由于 ( )M x 是偶函数，式（17）

变成： 

 { }: ( )f MW
φ
φ φ α= ≥  （18） 

例如，取 α = 0.7，当 M = 32 时，其波束宽度

为 0.127 0 rad（1 rad=180°/π）；当 M = 64 时，其

波束宽度为 0.063 5 rad；而当 M = 128 时，其波束

宽度为 0.031 7 rad；由此可见，当天线数增加一倍

时，波束宽度大约减少一半。 

下面给出波束宽度的几个上界。为此，需要

讨论波束宽度与格拉斯曼距离之间的关系。假设 f

是阵列响应矢量 fφ（如式（13）所示），则由      

式（6）、式（16）和式（18）可得： 

 { }: ( , ) arccosfW
φ φ φφ θ α= h f ≤  （19） 

因此，波束宽度是满足式（19）的集合 fW
φ
中

的最大值与最小值的差值。 

对于一般的波束成形矢量 f及给定的常数 α，

利用傅里叶变换可以证明波束宽度满足以下的

上界。 

定理 1 对于任意的波束成形矢量 f 及任意

的常数 α，波束宽度 Bf(α)满足以下不等式。 

 1

2π
( )fB B

M
α

α
≤  （20） 

证明如下。 

对于任意的波束成形矢量 f（式（7））以及

阵列响应矢量 φh （式（9）），它们的内积记为

( )fF φ ，可以表示为： 

 
H

j( 1)

1

( ) e
M

ii
f

i

f
F

M
φ φ

φ

φ - -

=

= =∑
h f
h

 （21） 

其中，
2

1

1
M

i
i

f
=

=∑ ，显然 ( )fF φ 与 if

M
是一对傅里

叶变换对，故根据帕瑟瓦尔定理，可以得到如下

等式。 

 
2

22π

0
1

1 1
( ) d

2π

M
i

f
i

f
F

MM
φ φ

=

= =∑∫  （22） 

式（22）可以改写为： 

 
2 21 1 1

( ) d ( ) d
2π 2πf

f f fW
F W F

M
φ φ φ φ+ =∫ ∫  （23） 

其中， fW 是波束区域，而 fW 为 fW 的余集。在 fW

中，
2

( )fF φ α≥ ，故有： 

 

2

2

1 1
d ( ) d

2π 2π
1 1

( ) d
2π

f f
fW W

f f

F

W F
M

α φ φ φ

φ φ

+

=

∫ ∫

∫

≤

 （24） 

从而有： 

 
2π

0 ( )fB
M

α
α

≤ ≤  （25） 

证毕。 

由此可见，对于给定的 α，当天线数增加时，

波束宽度线性地减少。例如，取 α = 0.7，当 M = 32

时，由计算可得，B1= 0.280 4 rad；当 M = 64 时，

B1= 0.140 2 rad；而当 M = 128 时，B1= 0.070 1 rad。

上界 B1 还有很大的改进空间。事实上，利用格拉

斯曼流形中距离的定义（如第 1.1 节所示），可以

得到更紧致的上界。 

定理 2  对于任意的波束成形矢量 f及任意

的常数 α (α >0.5)，波束宽度 Bf(α)满足以下不

等式。 
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{ } 1
2( ) max | ( ) 2 1 (2 1)f M MB x x Bα α α-- - ≤ ≥ ≤ 

  （26） 

其中， 1( )M y- 的定义如下。 

 { }1( ) max 0| ( )M My x x y- = ≥   （27） 

等价地，信道矢量 hφ与波束成形矢量 f之间

的格拉斯曼距离 θ (hφ, f )满足以下条件。 

 { }: ( , ) arccos(2 1)fW x φθ α⊆ -≤h f  （28） 

证明如下。 

由 ηf (φ)的性质（式（10）下面）可知，对于任

意给定的波束形成矢量 f，当 0.65≤α≤max (ηf (φ))

时，一定存在两个阵列响应矢量
1φ
h 和

2φ
h ，使得

1 2( ) ( )f fη φ η φ α= = ，且对于∀φ∈[φ1, φ2]，都有

( )fη φ α≥ ，则波束宽度 Bf(α) = |φ2- φ1|。 

将 f、
1φ
h 和

2φ
h 看作格拉斯曼流形中的 3 个元

素，根据式（6）和式（10）可以得到三者之间的

格拉斯曼距离为： 

 （ ） 1

1

1

H

, arccos arccos
φ

φ
φ

θ α= =
h f

h f
h

 （29） 

 2

2

2

H

( , ) arccos arccos
φ

φ
φ

θ α= =
h f

h f
h

 （30） 

 1 2

1 2

1 2

H

( , ) arccos
φ φ

φ φ
φ φ

θ =
h h

h h
h h

 （31） 

根据式（16），可以将式（31）简化为： 

 
（ ）

（ ）（ ）
1 2 2 1( , ) arccos ( )

arccos ( )

M

M fB

φ φθ φ φ

α

= - =



h h
 （32） 

根据三角形两边之和大于第三边的性质，可

以得到如下关系。 

 
1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )φ φ φ φθ θ θ+ ≥h f h f h h  （33） 

因而有： 

 （ ）（ ）2arccos arccos ( )M fBα α≥   （34） 

所以： 

 （ ） （ ）( ) cos 2arccos 2 1M fB α α α= -≥  （35） 

故： 

 1( ) (2 1)f MB α α- -≤  （36） 

证毕。 

注释 1 由于 ( )M x 并非单调函数，当 M = 

64 时， ( )M x 函数曲线如图 2 所示，故 1( )M y- 的

定义采用式（27）。但是当 0

3π
0.212 4My y

M
 ≈ ≈ 
 

≥ 

时， 1( )M y- 是单值函数。因此只要取 α≥0.3，就

可以避免多值的情况。 

 

图 2  ( )M x 函数曲线 

例如，α = 0.7，当 M = 32 时，由计算可得上

界 B2= 0.139 2 rad；当 M = 64 时，B2= 0.066 4 rad；

而当 M = 128 时，B2= 0.033 2 rad。与上界 B1 相比，

上界 B2 更加紧致。 

1.3  几类特殊波束的波束宽度 

1.3.1  阵列响应矢量的波束宽度 

对于单路径的信道，阵列响应矢量（如式（13）

所示）记为 Sf ，是唯一的可以达到最大利用率的

波束成形矢量，下面计算它的波束宽度。 

由 式 （ 14 ） 和 式 （ 16 ） 可 知

（ ）
S

2
( ) ( )f Mη φ φ φ= - ，其中 φ为 Sf 所对应的角度

（如式（13）所示），而 φ 为信道 hφ所对应的入

射角（如式（9）所示）。当 φ = 0 时，它的波束

区域就是式（18），因而波束宽度 S
( )fB α 为： 

 （ ）S

1( ) 2f MB α α-=   （37） 

其中，乘积因子 2 来自 ( )M x 为偶函数。当φ≠0 时，

它 的 波 束 区 域 是 式 （ 17 ） ， 从 而 有
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（ ）S

1max( )f MW φ α-= + 和 （ ）S

1min( )f MW φ α-= - ，

因此，对于任意的阵列响应矢量，其波束宽度都为

（ ）S

1( ) 2f MB α α-=  。 

正如前面所指出的，阵列响应矢量作为波束

可以达到最大的利用率，但是其波束宽度与波束

宽度的上界有较大的差距，因此，希望构造出具

有更宽的波束宽度的波束成形矢量。 

1.3.2  由理想低通滤波器构造的波束成形矢量 

由定理 1 的证明可知，由理想低通滤波器产

生的波束成形矢量，记为 If ，具有较宽的波束宽

度，下面仔细讨论这种波束成形矢量。 

由定理 1 的证明可知，假设 F(φ)为理想低通

滤波器，其通带长度为 2π/Mα，则通过傅里叶反

变换可以得到波束成形矢量 f的第 n 个分量为： 

 

π

j

π

1
( )e d

2π

M
n

n

M

f F
α

φ

α

φ φ
-

= ∫  （38） 

从而得到 nf 的最终形式为： 

π π
j j1

e e , 1 0,0
2πj 2 2

1
, 0

n n
M M

n

M M
n n

n
f

n
M

α α

α

-  
- - + ＜ ＜    = 

 =

≤ ≤

  （39） 

例如，取 α = 0.7，当 M = 32 时，由计算可

得，其波束宽度为 0.131 6 rad，最大利用率为

0.933 6；当 M = 64 时，其波束宽度为 0.065 8 rad，

最大利用率 0.933 9；而当 M = 128 时，其波束

宽度为 0.032 9 rad，最大利用率为 0.934 0。由此

可见，这种波束成形矢量通过降低最大利用率换

取波束宽度的增加。 

1.3.3  λ波束 

显然 Sf 与 If 之间的矛盾就是高利用率与强

鲁棒性之间的问题，为了平衡两者之间的关系，

本文引入一个参数 λ，将理想低通滤波器构造的波

束 If 和阵列响应矢量波束 Sf 组合，得到新的波束

构造形式，记为 λf ，可以表示为： 

 
2

S I

2
S I

1

1
λ
λ λ

λ λ

+ -
=

+ -

f ff
f f

 （40） 

将这种形式的波束称为 λ波束，其中 λ∈[0, 1]，

当 λ = 0 时， λf 为由理想低通滤波器构造的波束，

其波束宽度很宽；当 λ = 1 时， λf 为阵列响应矢

量形式的波束，其最大利用率可达到 1。λ波束的

利用率与信道方向 φ 的关系如图 3 所示，给出了

α = 0.7、M = 128，λ取不同值时，信道方向 φ与

利用率的关系曲线，可以看出，给定一个常数 α，

随着 λ从 0 逐渐增大到 1，波束的波束宽度由宽变

窄，最大利用率由低变高。 

 
图 3  λ波束的利用率与信道方向 φ的关系 

例如，取 α = 0.7、
2

2
λ = ，当 M = 32 时，

其波束宽度为 0.132 2 rad，最大利用率为 0.983 1；

当 M = 64 时，其波束宽度为 0.066 1 rad，最大利

用率为 0.983 2；而当 M = 128 时，其波束宽度为

0.033 0 rad，最大利用率为 0.983 2。 

取 α = 0.7，与前面所提两种波束的波束宽度

进行对比，3 种波束的波束宽度见表 1，给出了不

同天线数下， Sf (φ = 0)、 If 和
2

2λ λ
 
=  

 
f 的波

束宽度。 

由表 1 可知，当 α 固定时，随着天线数量的

增加，波束宽度逐渐减少，故在实际应用中，基

站的天线并不是越多越好，天线越多意味着波束
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更窄，鲁棒性变差，一旦用户稍微移动一段距离，

利用率便快速下降，导致通信质量很差，而 λ 波

束可以通过选取不同的值权衡最大利用率与波束

宽度的关系。 

表 1  3 种波束的波束宽度 

天线数/根 Sf (φ = 0)/rad If /rad 
2

2λ λ
 
=  

 
f /rad

16 0.254 4 0.262 8 0.264 6 

32 0.127 0 0.131 6 0.132 2 

48 0.084 6 0.087 7 0.088 1 

64 0.063 5 0.065 8 0.066 1 

96 0.042 3 0.043 9 0.044 1 

128 0.031 7 0.032 9 0.033 0 

150 0.027 1 0.028 1 0.028 2 

192 0.021 2 0.021 9 0.022 0 

256 0.015 9 0.016 4 0.016 5 
 

2  多路径下的波束宽度 

2.1  波束宽度的定义 

在实际通信过程中，通常不会只存在一个路

径，因此，有必要讨论多路径下的波束宽度的定

义及其性质。 

假设基站配备阵元数为 M 的均匀线性阵列，

路径数为 P，那么信道向量 h可以表示为： 

 
1

i

P

i
i

c φ
=

= ∑h h  （41） 

其中，ci 为第 i 个路径的衰落因子，一般假设 ci

服从零均值、方差为 1 的复高斯分布，且两两相

互独立，记 [ ]T1 2, , , Pc c c=c … ，
iφ

h 是第 i 个路径的

阵 列 响 应 矢 量 （ 如 式 （ 9 ） 所 示 ） 。 记

1 2
, , ,

Pφ φ φ =  …A h h h ，则 A 为 M × P 的矩阵，    

式（41）可以改写为： 

 =h Ac  （42） 

由此可知，信道向量 h包含在由 A的列向量

所生成的空间[A]中。下面讨论波束宽度的定义。 

由第 1 节可知，在多径的环境中，对于给定

的波束成形矢量 f 及给定的常数 α，波束区域 Wf

仍然可以表示成以下形式。 

 

{ }
H 2

2

H H H

H H

: ( ) :

:

f fW η α α

α

 
= = 
 

 
 
 

f hh h h
h

f Acc A fAc
Acc A

 ≥ ≥

≥

 （43） 

由于 c 是随机向量，Wf是一个随机区域，这

不利于波束区域的定义。为了克服这一缺点，对

ccH 取平均。显然，根据假设有
H

PE   = cc I 。由

此，上述定义可以变成： 

 
H H

H
ˆ :fW α
 
=  
 

≥
f AA fA
AA

 （44） 

这样，波束区域是一个 M × P 矩阵的子集，

且每个矩阵由角度 1 2, , , Pφ φ φ… 确定。由此，把矩

阵 A映射到[A]（由 A的列向量所生成的子空间），

则可以把 ˆ
fW 看作格拉斯曼流形 G(M, P)的子集。

因而，波束宽度可以定义为这个子集的最大格拉

斯曼距离，即： 

 （ ）{ }1 2 1 2
ˆmax , : , fWθ ∈A A A A  （45） 

但由于这个最大值与维数 P 有关，而在实际

情况中 P 是一个随机变量，因此，求平均得到： 

 1 2
, 1 2

( , ) ˆ( ) : ,f M fW
P

θ
θ α  ∈ 

 
 A A A A  （46） 

根据式（27）可以给出如下定义。 

定义 3  对于任意的波束成形矢量 f及任意 

的常数α（ 0 1α≤ ≤ ），波束宽度 ( )fB α 定义为： 

 （ ）1
,( ) ( )f M f MB α θ α-=  （47） 

采取上述定义的理由如下。 

（1）希望得到一个与路径数 P 无关、统一的

定义。 

（2）第 1 节波束宽度的定义过程如下：先给

出利用率的定义（如式（10 所示）），这是讨论

波束宽度的出发点，再根据此定义给出了波束区

域的定义（如式（11）所示），最后给出了波束

宽度的定义。但在多个路径的场合，波束区域是
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多维空间中的一个子集，无法采用一个指标衡量

一个区域的大小。因此采用格拉斯曼流形中的距

离的概念。从式（13）～式（18）得到启发，采

用这些步骤，就有了上述定义。 

（3）从仿真效果来看（如图 4 所示），上述

定义基本达到要求，即波束宽度基本与 P 无关。 

（4）显然，当 P = 1 且 f为阵列响应矢量时，

上述定义与第1节中的波束宽度的定义完全一致。 

为了验证上述定义的合理性，进行了如下

仿真。取 α = 0.7、 [ ]TS

1
1,1, ,1

M
= …f ，图 4 给

出了天线数与波束宽度的关系，P 代表路径数，

可以看出，当 α 给定时，天线越多，波束宽度

越小，这与第 1 节所得到的结果相同。相比于

单路径，它们的波束宽度相差不大，这是因为

在式（33）中对任意两个信道向量的格拉斯曼

距离求平均值。 

 
图 4  不同路径数下天线数与阵列响应矢量的波束宽度的关系 

2.2  几类特殊波束 

2.2.1  阵列响应矢量的波束宽度 

由第 1 节可知，阵列响应矢量 Sf 可以表示为

式（13），为了凸显天线数量带来的影响，进行

了 如 下 仿 真 ， 取 α = 0.7 、 P = 2 、

[ ]TS

1
1,1, ,1

M
= …f ， Sf 的波束宽度与天线数关系

见表 2，给出了不同天线数下，阵列响应矢量的波

束宽度，可以看出，当 α 固定时，随着天线数量

的增加，波束宽度逐渐减少。 

2.2.2  由理想低通滤波器构造的波束 

为了得到由理想低通滤波器构造的波束 If 在

多路径下的波束宽度，取 α = 0.7、P = 2、 If 的   

第 n 个分量可由式（39）求得，通过仿真得到不

同天线数下的波束宽度， If 的波束宽度与天线数

关系见表 3，可以看出， If 同样满足天线越多，

波束宽度越窄的性质。 

3  结束语 

本文从利用率的角度，分别给出了在单路径

和多路径环境下波束宽度的定义和性质，并介绍

了 3 种特殊的波束。相比于传统天线理论中的波

束宽度概念，本文所提出的定义考虑了天线数量

带来的影响，适用于阵列天线。在此定义的基础

上，利用傅里叶变换给出了一种由理想低通滤波

器构造的波束，相较于常见的阵列响应矢量，在

单路径下，其波束宽度大约拓宽 3.5%，即

I S

S

3.5%E
 -
= ≈ 
 

f f
f

。另外还给出了一种波束用

来权衡最大利用率和波束宽度。除了本文给出的  

3 种波束，还有其他拓宽的波束，但希望能在保持

高利用率的情况下，拓宽波束宽度，这也是笔者

后续的研究方向。 

表 2  Sf 的波束宽度与天线数关系 

天线数/根 16 32 48 64 96 128 150 192 256 

波束宽度/rad 0.171 8 0.086 2 0.055 4 0.043 2 0.028 1 0.021 4 0.018 1 0.015 2 0.0119 

表 3  If 的波束宽度与天线数关系 

天线数/根 16 32 48 64 96 128 150 192 256 

波束宽度/rad 0.172 5 0.086 3 0.055 6 0.043 2 0.028 1 0.021 4 0.018 1 on.DSMT 0.011 9 
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